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RESUME :

On ¢étudie ici les méthodes d’analyse factorielle d’une série de tableaux de
données, chaque tableau étant associé¢ a un ensemble de variables quantitatives
mesurées sur un ensemble d’individus.

On examine d’abord le cas ou les tableaux sont définis sur le méme ensemble
d’individus, puis le cas dual ou c’est I’ensemble des variables qui est le méme,
et enfin le cas ou tous les tableaux sont de méme format.

On adapte ensuite les méthodes définies dans le cas quantitatif, au cas de
I’analyse des correspondances, avant de considérer un mélange de deux types
tableaux, les tableaux du premier type ¢&tant associés a des variables
quantitatives, et donc analysables par I’ACP, tandis que les tableaux du second
type relevent de I’analyse des correspondances.

MOTS-CLES :

Analyse Factorielle, Analyse en Composantes Principales, Analyse des
Correspondances, Analyse Factorielle Multiple, STATIS, Analyse Interclasses,
Analyse Intra-classes, Tableaux Cubiques.

ABSTRACT :

We study here the methods of factorial analysis of a set of tables, each table
being associated to a set of quantitative variables measured on a set of
observations.

We consider at first the case where the tables are defined on the same set of
observations, then the case where the set of variables is the same and at last the
case where all the tables have the same dimensions.

We adapt the methods defined in the quantitative case, to the case of
correspondence analysis before to examine the case of two types of tables, the
first type of tables beeing studied by PCA, and the second type by
correspondence analysis

KEY-WORDS :

Factorial Analysis, Principal Component Analysis, Correspondence Analysis,
Multiple Factorial Analysis, STATIS, Interclass Analysis, Intraclass Analysis,
Cubic Tables.
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I INTRODUCTION

On se propose d’étudier les méthodes d’ analyse factorielle d’un ensemble de
tableaux X ,..., Xy, ..., X; , chaque tableau X étant défini sur le produit Iy
x Iy, Iy étant 1’ensemble des variables et J, 1’ensemble des individus associés.
On envisagera les trois cas suivants qui seront respectivement traités aux §§ II,
L, 1V :
a) Jx =] : tous les tableaux sont définis sur le méme ensemble d’individus
b) Iy =1: tous les tableaux sont définis sur le méme ensemble de variables.
o)l =1, Jx =] auquel cas on peut considérer qu’on a un tableau cubique
défini sur le produitlx Jx K (ou K= {1,2,....k,....,t }).
Enfin, au § V, on adapte les méthodes développées au cas de I’analyse des
correspondances, tandis qu’au § VI, on envisage le cas ou I’on a un mélange de
deux types de tableaux, les tableaux du premier type étant des tableaux associés
a des variables quantitatives que 1’on peut étudier par I’Analyse en Composantes
Principales (ACP), tandis que les tableaux du second type sont analysables par
I’analyse des correspondances( tableaux de contingence, de fréquences, tableaux
disjonctifs complets, etc. ).
On ne se place pas ici dans le cadre de la modélisation multi-tableaux, comme
c’est le cas dans VIVIEN (2002) et on se restreint a un cadre factoriel et
géométrique. D’autres méthodes d’analyse ternaire sont également exposées
dans un cadre plus général par D’AMBRA et alt.(2001).
Les notations utilisées, qui sont analogues a celles définies dans CAZES (1987)
ou CAZES (1999) sont rappelées au fur et a mesure.
Dans toute la suite, on appellera analyse factorielle ou ACP du triplet (X, M,
D, ) ou X est un tableau croisant p variables avec n individus, M la métrique
dans R”, et D, la métrique diagonale des poids dans R", la recherche des
valeurs propres et des vecteurs propres normés des matrices XD, X’M et
X’MXD, ( le prime correspondant , comme c’est classique en statistique au
transposé) qui permettent la représentation des colonnes et des lignes du tableau
X dans les reperes orthonormés correspondants.
Si X est centrée, et M la métrique identité (M = Id,, ), on obtient I’ACP usuelle
sur matrice variance, tandis que si X est centrée réduite, M étant toujours égale
a la métrique identité, on obtient ’ACP sur matrice de corrélation ou ACP
normée.

I ANALYSE FACTORIELLE D’UN ENSEMBLE DE TABLEAUX DEFINIS
SUR LE MEME ENSEMBLE D’INDIVIDUS

Dans ce cas le tableau Xy est défini sur le produit I, x J , ’ensemble des
individus étant le méme pour tous les tableaux .
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II 1 NOTATIONS

On désigne par n le cardinal de J et par px (qu’on notera aussi pk ) celui de I .
On suppose I’espace R" muni de la métrique diagonale des poids

D, = Diag(p; |j=1, n) (pj étant le poids de I'individu j,(p; >0,

2 {p | j1,n}=1) )etl’espace R™ de la métrique dont la matrice associée

- k
dans la base canonique de R™ est M .
Au tableau X , de dimensions px X n, on associe :

- dans RP¥ , le nuage M  ,des individus , i.e. le nuage des colonnes du tableau X

-dans R", lenuage N ,des variables, i.e. le nuage des colonnes du tableau
X’ , transpose de X .

-le sous-espace Hy, de R", engendré par N | et le projecteur Py associé.

-le centre de gravit¢é gy =Xy D, 1, de My , 1, étant le vecteur de R”, dont
toutes les composantes sont égales a 1.0n supposera (sauf avis contraire ) que
g =0, 1.e. que X est centre.

-la matrice variance Vi = Xj D, X’ .

-la matrice de produits scalaires W, = X’ My X .

On pose également :
-p= X {px | k=1, r} :nombre total de variables .

X =(X,..., Xky..., X’p ) ¢ tableau global , juxtaposition des X’y .

-M = Diag( M |k=1, r), métrique bloc diagonale dans R dont le k™ bloc
diagonal est égal a My, .

W=XMX=3% {X M Xa| k=1, 1}= = {Wk | k=1,r}.
- M : Nuage des colonnes du tableau X (nuage global des individus).

- N = N, UN,... . UN, ,...,UN., :nuage des colonnes du tableau
X’ (i1.e. nuage de toutes les variables ) .
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-H =L(H,,..., Hy ,..., H; ), le sous-espace vectoriel de R", engendré par N
(i.e. par toutes les variables ).

IT -2 PRINCIPE DES METHODES FACTORIELLES D’UN ENSEMBLE
DE TABLEAUX DEFINIS SUR LE MEME ENSEMBLE D’INDIVIDUS.

II-2-1 INTRODUCTION

Le but de ces méthodes est de construire une base orthonormée adéquate soit du
sous-espace H, soit des sous-espaces Hy, soit de I’espace RP, soit des sous-
espaces R™, pour y avoir une représentation ‘‘optimale >’ des variables et
des individus.

La plupart des méthodes d’analyse factorielle d’un  ensemble de
tableaux

Xy yeeey Xy ..., X; reviennent du moins au premier pas a faire 1’analyse
factorielle

( Analyse en Composantes Principales (ACP) ) du triplet (X, M, D, ) ou du
triplet (Y, M, D, ), ou

Y = (00 X1 ey @k X kses 0 XT )= (Y1 e, Yoo Y )

correspond au tableau X’ ou chaque tableau X’y (ou X | ) a été pondéré par un
coefficient o (o, > 0 ) et remplacé par le tableau Yy = o  X.

Notons que I’analyse de (Y, M, D, ) est équivalente a celle de (X, M,, D,),
M, étant la métrique bloc diagonale de k™ bloc diagonal (a )* M :

M, = Diag( (ay)’ My k=1, 1)
Les caractéristiques associées au tableau Y seront indicées par Y. Ainsi,
My,
Wy = YiMYy, Wy =Y MY = 2 { Wy | k=1,1} correspondent
respectivement a M W, et W.

Au premier pas, quand on fait ’analyse factorielle du triplet (Y, M, D, ), on
est ramené a chercher la plus grande valeur propre des matrices
YD,Y’M et Y’MYD, = WyD, et a considérer les vecteurs propres normés
associés qui correspondent respectivement au premier vecteur axial factoriel et
a la premiere composante principale normée.
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[1-2-2 PRINCIPALES METHODES
II-2-2-1 Analyse factorielle du triplet (X, M, D,)

Danscecas, a;=...=0 ...=0, = 1.

Si tous les My sont égaux a la métrique usuelle Id, ,on obtient I’ ACP usuelle sur
matrice variance du tableau X .

Si de plus toutes les variables sont réduites ou si pour tout k,

M = (Diag ( Vi) )" ,on obtientI’ACP sur matrice de corrélation, ou ACP
normeée.

Dans ces analyses, on cherche des bases orthonormées de R” ou plut6t du sous-

espace de R” engendré par M (les vecteurs axiaux factoriels) et de H (les
composantes principales normées).

I1-2-2-2 Analyse Canonique Généralisée de CARROLL (ACG)

I s’agit encore de 1’analyse factorielle du triplet (X, M, D, ), mais avec My =
\

Ici les composantes principales sont vecteurs propres de £{ Py | k=1,r} .

I1-2-2-3 Analyse Factorielle Multiple (AFM) d’ESCOFIER-PAGES (1998)
Il s’agit de I’analyse factorielle du triplet (Y , M, D, ), avec ax= ( 1/ i )2
, Mk désignant la plus grande valeur propre dans I’ACP du triplet (Xi , My ,D, ).

[1-2-2-4 STATIS (LAVIT, 1988)

Il s’agit toujours de I’analyse factorielle du triplet (Y, M, D, ), les
pondérations ay étant égalesa Vuy, uy étant la k™™ composante du vecteur
propre normé u

(u”u=1) associ¢ a la plus grande valeur propre de la matrice carrée C
d’ordre r, dont le terme général - ( 1<k, k> < 1) a une des deux expressions
suivantes :

cie = Trace (Wi D, Wi D, ) (1)
cue = Trace (W, D, Wy D, ) / ( Trace ((Wy D,)* ) Trace (Wi Dy)*) )" (2)
On peut noter que par construction, la matrice C a tous ses termes positifs ; donc
d’apres le théoréme de Frobenius, le vecteur propre de C associé a sa plus

grande valeur propre a toutes ses composantes de méme signe, signe que 1’on
peut toujours choisir positif, ce qui légitime 1’€criture o, = Vuy .
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[1-2-2-5 Analyse en Composantes Principales Généralisées (ACPG) de CASIN
(1996)

Dans cette analyse qui revient a chaque pas a rechercher le premier facteur
d’une ACP, on cherche a construire une base orthonormée de chaque sous-
espace Hy (et non plus une base orthonormée de 1’espace H engendré par les
Hy).

Au premier pas, on recherche le premier facteur dans I’ ACP du triplet (X, M,
D,).

Soit :

v, la premiére composante principale de I’ACP précédente ( rappelons que v,

n’est pas normée, puisque sa variance est égale a la plus grande valeur propre
de WD, ) .

vi* =Py, la projection de y; sur Hy .
P v le projecteur sur y;~.

X = (Id, - P wix ) X'k, le tableau des résidus des variables de X’y quand on
fait la régression sur y,*, Id, étant la matrice identité d’ordre n.

XW=x", L xOLx W)
Au second pas, on recherche le premier facteur dans ’ACP du triplet (X", M,
D,).

Soit :
\, la premiére composante principale de I’ACP précédente .

w," =Py v, la projection de , sur Hy .
Py le projecteur sur y,".
X @ = (1dy - Py ) X" = (Ady - Py - Py ) X -

puisque par construction g{lk et g[zk sont orthogonaux , et donc Py, P wo =
P Yok P Yik =0 .

XW=(xX?,. ., X ?...X.?)

On itere la procédure en recherchant la premiére composante principale y; et sa
projection ys* =Py y; sur Hy dans I’ACP du triplet (X®, M, D, ), puis on
corrige le tableau X' pour obtenir le tableau X | avec :
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X = ( X’1(3) yeres Xk (3),..., X, ®) )
X,k(3) = (Idn - Py ) X’k(z) = (Idn - Py - P wok- P s ) Xk

P w3 étant le projecteur sur y;*, et I’on continue le processus en faisant I’ ACP
du triplet (X, M, D, ), dont on ne considerera que le premier facteur , etc.

Remarques : a) Comme annoncé, les { v / || v | | s =1, dim(Hy) }
constituent une base orthonormée du sous-espace Hy .

b) CASIN (1996) a montré que les w; étaient non corrélées, ce qui
permet apres les avoir normés, d’avoir une représentation globale des variables
dans le systéme orthonormé correspondant.

c) Si on a un seul tableau (r =1) I’ACPG est équivalente a I’ACP
usuelle du fait que y;' = wy; et que les composantes principales sont non
corrélées.

d) Si on adopte les métriques M, = V', on obtient I’analyse
discriminante des tableaux évolutifs de CASIN (1995).

[1-2-2-6 Analyse de Co-Inertie Multiple (ACOM) de CHESSEL-HANAFI
(1996)

Cette méthode est en quelque sorte duale de la précédente, dans la mesure ou
I’on recherche ici une base orthonormée adéquate de chaque sous-espace Ey
=R™ (et non pas de E =RP).

Au premier pas on retient dans I’ACP du triplet (X, M, D,) , le premier vecteur
axial factoriel u =(u,’,... w’,..., u;’)’ , ux €tant le sous-vecteur de u associé au
k*™ groupe de variables, et on pose :

Vil =uy/ || uc || sous-vecteur u, de u normalisé .

: . 1 k
P . : projecteur sur I’axe engendré par vy dans R™ .

X" = (Idpk - P v ) Xk , le tableau associé a la projection du nuage M des
individus sur I’hyperplan de R™ orthogonal & vy' .

X =(x XML x M)

Le second pas est identique au premier en remplagant X par X .

Si donc on considére le premier vecteur axial factoriel u dans I’ACP du triplet
X", M, D,) et si u, désigne le sous-vecteur de u associé au k™ groupe de
variables, on pose :
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Vil =uy/ || uc || sous-vecteur u, de u normalisé .

P .o : projecteur sur ’axe engendré par v, dans R™ .
Xk(z) = (Idpk -P o ) Xk(l) = (Idpk -Pua-Pue ) Xy
X =(x1?,. X P, LX)

et on continue le processus avec le triplet (X®, M, D,) .
Remarques :

a)Le nombre maximal de pas possible est égal a Max py . Pour un pas s > py,
les vecteurs uy et vi° associés seront pris égal a 0 .

b)Les {vi®| s=1,py} constituent une base orthonormée de R™

¢) Les composantes principales y* = X’®P Mu (=X’ Mu , compte tenu des
contraintes d’orthogonalité ) , u étant le premier vecteur axial factoriel issu de
I’ACP du triplet (X®, M, D,) (avec X = X ) sont non corrélées , ce qui
permet , comme dans le cas de I’ACPG, d’avoir une représentation globale des
variables dans le systéme orthonormé associé aux " .

d) On peut introduire des coefficients de pondération oy pour chaque tableau Xy
(cf. CHESSEL et HANAFI (1996)). La procédure ¢étudiée s’adapte
immédiatement en remplacant le tableau X par le tableau Y (ou la métrique M
parM, ).

[I-3 REPRESENTATIONS DES INDIVIDUS ASSOCIEES A CHAQUE
TABLEAU X

Les analyses présentées au paragraphe précédent permettent d’avoir une
représentation globale des individus. Si on veut une représentation des individus
associée a chaque tableau k, on peut opérer de la facon suivante :

On considere le tableau T suivant de dimensions p x nr . T est le tableau bloc
diagonal dont le k™ bloc diagonal est égal a Yy :

1 2 k r
1 Y, 0 0 0
Y, 0 0
T =
k 0 0 Y 0
r 0 0 0 Y,
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et on projette chaque colonne de T sur les axes factoriels déterminés en II-2. On
obtient ainsi pour chaque individu j, r représentations j;, j2 ,... , Jk »--- » Jr .POUT
que la représentation globale de j soit au centre de gravité des représentations
partielles jix (1 <k <r) il est classique dans certaines analyses (par exemple dans
I’AFM) de considérer non pas le tableau Y, mais le tableau Y / r. En fait d’un
point de vue pratique dans I’AFM, on fait ’ACP du triplet (Y, M, D,), mais
on fait subir une homothétie de rapport 1 /r a la représentation associée des
individus, pour obtenir le principe du centre de gravité, trés utile au niveau de
I’interprétation.

I1-4 REPRESENTATION DES TABLEAUX X

Cette représentation, beaucoup moins naturelle que dans le cas ou I’on a des
tableaux définis sur le méme ensemble de variables (cf. § III) et pas toujours
facile a interpréter, a été particuliérement développée dans STATIS et I’AFM.

Pour effectuer cette représentation , on se place dans I’espace G = R ( avec
N=n’) des opérateurs de la forme A = WD, , cet espace étant muni de la

métrique associée au produit scalaire défini par :
<A, B> =Trace (AB)

I1-4-1CAS DE STATIS

Dans ce cas, on considére dans I’espace précédent le nuage des {Ay | k=1, r}
avec Ay =Wy D, .

Pour représenter les Ay , on effectue alors I’analyse factorielle ( non centrée ) du
nuage précédent, chaque Ay étant muni de la masse unité, ce qui revient a
diagonaliser la matrice C définie par (1).

Si u® désigne le s vecteur propre normé de C (u” u® = 1) associé a la valeur
propre A, les A étant rangees par valeurs décroissantes, la coordonnée de Ay
sur I’axe factoriel s est donnée par u’ V A, , u’ étant la k™ composante de u® .

Remarques :

a)l’opérateur Z{u,' Ak | k=1, r } est ’opérateur qui maximise | | B | |* parmi
tous les opérateurs de la forme B=3 {u, A, | k=1,1 } avec Z{ (u, )*| k=1,
ry=l1.

Rappelons que le vecteur o des pondérations adoptées dans STATIS est le
vecteur de composantes a, = \ uy'. L’opérateur précédent est classiquement
appelé compromis et la représentation de I’ensemble K = {1,2,..., r} des r
tableaux correspond avec la terminologie de STATIS a Dinterstructure .De
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méme la diagonalisation du compromis qui correspond a I’ACP du triplet (Y, M,
D, ) s’appelle I intrastructure .

b) On peut aussi considérer le nuage des opérateurs normeés
A =WiD, /|| WD, || ce quirevient a diagonaliser la matrice C définie par

(2).

c¢) Si on munit les Ay de masses my , et si D,,, désigne la matrice diagonale des

7o\ . . . -1 r
my ,on est amené a diagonaliser la matrice (D,,,)” C, les vecteurs propres ug €tant
alors orthonormés pour Dy, .

d) Comme on I’a vu au § II-2-4, le vecteur propre de C associé a sa plus
grande valeur propre a toutes ses composantes de méme signe. Il en résulte un
effet taille qui peut étre important avec un taux d’inertie du premier axe qui
peut étre tres élevé  (supérieur a 0.9), ce qui limite I’intérét de la représentation
effectuée, comme on 1’a déja dit .

e) Si ’on cherche I’opérateur A tel que £ {|| Ax -A || > | k=1,r} soit
minimum , on trouve 'opérateur A =X { Ay | k=1,r }/ r dont la
diagonalisation correspond au facteur 1 /¥ r prés a I’ACP du triplet (X, M, D,)

[1-4-2CAS DE I’'AFM

Dans ce cas,si y, est la s ° composante principale issue de I’ACP du
triplet

(Y, M, D, ), on considere dans I’espace G, les opérateurs de
rang 1,

Bs =w,w’D, / As , As €tant la valeur propre associée a z.

Par construction, les By sont orthonormés puisque :

< By, B{>= Trace (ys ¥s’Dp, wiwi’'Dy )(Ash)

=(ys’Dy )’ (M) = 8,=1sis=tet0 sinon,
puisque les composantes principales sont non corrélées et de variance la
valeur propre.
On se sert du systéme orthonormé des B pour représenter les Ay, = Wyy, avec
I’inconvénient que les B ne forment pas une base de G, ni du sous-espace de G
engendré par les Ay, . La coordonnée 1’ de Ayy sur By s’écrit alors :

n ks =TRACE( WYk Dp s llls,Dp /}\,s ) = ll[s’Dp WYk Dp s /7»5
Notons que : 2 {ny | k=1,r}= y’D, WyD, v /A=A
ni peut donc étre considérée comme la contribution du tableau Y, a I'inertie A
du s*™ facteur, dans I’ACP du triplet (Y, M, D, ) .
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Remarque : Ona: WyD, =X { ysw’D, | s=1,t},tétant le rang de Wy 1.e.
le nombre de facteurs non triviaux dans I’ACP du tableau Y.

I ANALYSE FACTORIELLE D’UN ENSEMBLE DE TABLEAUX
DEFINIS SUR LE MEME ENSEMBLE DE VARIABLES.

Dans ce cas le tableau Xy est défini sur le produit I x Ji, I’ensemble des
variables étant maintenant identique pour tous les tableaux.

[I1-1 NOTATIONS

On désigne par ny le cardinal de J, (qu’on notera aussi nk ) et par p celui de |
(i.e. le nombre de variables)

On suppose que chaque I'individu j de Ji est muni de la massep; (p; >0,
2 {pj | J €Jk}=1) eton désignera par D, la matrice diagonale des poids
associée.

On suppose €également qu’une pondération oy, (2 { ax | k=1 } =1) est attribuée
a chaque tableau Xy

Au tableau X; , de dimensions p X ny , on associe :

- dans R”, le nuage M | ,des individus , i.e. le nuage des colonnes du tableau Xj

- dans R™, le nuage N .des variables , i.e. le nuage des colonnes du tableau
Xk, transposé de X .

-le sous-espace E; de R” , engendré par M | et le projecteur Py associé.

-le centre de gravité gy = Xy Dy 1w de M , 1, étant le vecteur de Rnk, dont
les nx composantes sont ¢gales a 1.

-la matrice variance Vj et la matrice de corrélation Ry (st gx = 0, Vi = Xi D, X’).
- Xy le tableau centré associ¢ a X (X = Xi ,s1g= 0).
- Zi le tableau centré réduit associé a Xj.

On pose ¢galement :
-n= 2 {ng | k=1,r} :nombre total d’individus.

-X=(XI1,..., Xg,..., X; ) : tableau global , juxtaposition des X .
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-G=(gi,..., &,---» & ) :tableau p x r des centres de gravite.

D, =Diag (o Dy |k=1, r ) =Diag ( (ap | j ek) k=11 ):
métrique des poids dans R" qui revient a attribuer le poids oy p; a I’individu j de
Ji -

-g= GD,1, = X {ox g| k=1, r}, centre de gravité global qu’on
supposera a P’origine(g = 0 ) . Dans I’expression précédente, D, désigne la
matrice diagonale des oy.

- V=X D, X’ , matrice variance totale .

- X =(Xy,..., X,..., X; ): tableau, juxtaposition des tableaux centrés par
blocs X .

-7Z=(2y,..., 2y ,..., Z;): tableau, juxtaposition des tableaux centrés réduits
par blocs Z.

On peut noter que le tableau Z est centré réduit, mais ce n’est pas le tableau
centré réduit associé a X (sauf si tous les g, sont nuls auquel cas X = X ) mais
a X'.

-M= M, UM, ... UM, ..., UM, : nuage des colonnes du tableau X
(i.e. nuage de tous les individus ) .

- N : Nuage des colonnes du tableau X’ (nuage global des variables).

[11-2 PRINCIPALES METHODES

On peut considérer les analyses suivantes ou pour les trois premieres, les
coefficients oy sont généralement €gaux a n,/ n, ce qui n’est pas le cas des deux
suivantes.

[I-2-1 ANALYSE FACTORIELLE DU TRIPLET (X, M, D, ):

Si M est la métrique usuelle Id, on obtient I’ACP usuelle du tableau X.

Si de plus toutes les variables sont réduites (globalement) (auquel cas V est
égale a la matrice de corrélation globale) ,ou si M = Diag(V"' ) , on obtient
I’ACP sur matrice de corrélation, ou ACP normée.

I11-2-2 ANALYSE INTERCLASSES :
Il s’agit de ’analyse factorielle du triplet (G, M, D,).
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Cette analyse est équivalente a celle du triplet (X - X', M, D, ), X -X
correspondant au tableau ou chaque individu j de Ji a été remplacé par le centre
de gravité de sa classe, a savoir g .

SiM= V', on obtient en particulier I’analyse discriminante.

I11-2-3 ANALYSE INTRA-CLASSES :

I s’agit de I’analyse factorielle du triplet (X', M, D,) c’est a dire de I’ACP sur
matrice variance ou de I’ACP sur matrice de corrélation de X, suivant le choix
de la métrique M .

On peut également faire 1’analyse factorielle du triplet (Z, M, D,) qui est
aussi une analyse intra classes normée.

Notons que dans I’analyse de (X', M, D, ) , si’on choisit la métrique V', on
obtient encore 1’analyse discriminante.

IlI-2-4 L”AFM DUALE

I s’agit toujours de 1’analyse factorielle du triplet (X, M, D, ) (ou de (X', M,
D, ) dans le cas d’une analyse intra classes ) ou les coefficients oy sont donnés
par :

o = (1/ M)/ (E {(1/ )| m= 1,1})

Ax étant la plus grande valeur propre dans ’ACP de (Xx , M, D,) (ou
de (Xy, M, D, ) dans le cas de I’ analyse intra classes )

[11-2-5 STATIS DUAL

Il s’agit encore de I’analyse factorielle du triplet (X, M, D, ) ou les
coefficients oy sont obtenus a partir du vecteur propre normé u associé a la plus
grande valeur propre de la matrice carrée C d’ordre r, dont le terme général
ce ( 12k, kK’ < 1) aune des deux expressions suivantes :

Ce = Trace (Ax A ) 3)
ou

cue = Trace (A A )/ ( Trace ((Ay)? ) Trace ((Ar)*) )" 4)
avee . Ak = Xk Dpk Xk,M .

Comme dans le cas de STATIS, on peut toujours choisir les composantes u, de
u positives, et on a alors :
o = ue/ (X {un | m=1, r})

En remplagant X, par X, et X par X, on obtient une analyse STATIS duale
intra classes . Il faut alors remplacer ’opérateur Ay par A, = Xy Dy Xi” M
=Vk M dans les formules (3) et (4) et ’opérateur compromis s’écrit  alors
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S{ox A k=1, r} = E {ox Vk| k=1, r })M =WM , W ¢étant la matrice
variance intra classes .Si donc M = V' ,on obtient une analyse discriminante ot
les masses des classes sont déterminées par la méthodologie STATIS.

I1I-2-6 ADAPTATION DE I’ACPG ET DE L’ANALYSE DE CO-INERTIE .

Dans I’espace R, le sous-espace vectoriel E, engendré par M, est en général
identique a R, car, en pratique, le nombre d’individus ny de Ji est supérieur ou
tres supérieur a p. Quand on fait ’analyse factorielle du triplet (X, M, D,), on
obtient une base orthonormée de R’ et donc de chaque Ej .Il semble donc inutile
d’adapter I’ACPG de CASIN.

Par contre dans 1’espace R" , I’analyse factorielle du triplet (X, M, D,), fournit

une base orthonormée de R" , ou plutot du sous-espace engendré par N et il

peut étre intéressant si on s’intéresse a Ji et au nuage Ny , d’avoir une base
orthonormée de R™ . On opérera de facon analogue a ce qui a été fait au § 11-2-
2-6 en intervertissant les roles de X et X’,de p et de n, et en considérant les
composantes principales normées au lieu des vecteurs axiaux factoriels.

[11-2-7 REPRESENTATION CONJOINTE DES J; ET DE K

Dans toutes les analyses précédentes, on peut représenter conjointement
I’ensemble total des individus JK=U { J.| k=1, r } ie. le nuage M et
I’ensemble K . II suffit de placer cote a cote les tableaux X (ou X) et G et de
projeter en €léments supplémentaires les colonnes du tableau non actif (a savoir
G, sauf dans I’analyse interclasses ou c’est X qui est passif).

I1I-3 REPRESENTATIONS DES VARIABLES ASSOCIEES A CHAQUE
TABLEAU X

Pour obtenir cette représentation, il suffit de considérer le tableau T défini au §
I1-3, mais ou I’on remplace chaque Yy par Xy (ou Xy , dans le cas d’une analyse
intra- classes ) , tableau qui est ici de dimensions pr x n. .On projette alors
chaque colonne du tableau T’ sur les composantes principales normées issues
de ’ACP du triplet (X, M, D, ) (ou (X, M, D, ) pour une analyse intra
classes ), ce qui revient a considérer T comme un tableau supplémentaire dans
’analyse précédente.

Dans le cas de I’ analyse interclasses , cette fagon de procéder revient a rajouter
en supplémentaire au tableau G le tableau bloc diagonal de dimensions pr x r
dont la k"™ colonne est formée de zéros, sauf le k™ bloc qui est égal a g, La
représentation associée n’a dans ce cas guere d’intérét pratique, comme il est
facile de le voir.
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Si on veut que la représentation globale de chaque variable 1 soit au centre de
gravit¢ de ses représentations partielles 1, pour le tableau k (1 < k < 1),
plusieurs facons de faire sont envisageables :

On peut opérer comme au § I1-3 en effectuant une homothétie de rapport 1/r de
la représentation globale de chaque variable .Si on veut que 1 soit au centre des
1, affectés des masses oy , on peut aussi dans le tableau T du § I1-3 remplacer
chaque Yy par Xy / oy .

Remarque : Si on représente les variables par leurs corrélations avec les
composantes principales, 1 ne peut pas étre en général au centre de gravité de
ses représentations partielles.

En particulier, si I’on consideére ’ACP du triplet (Z, 1d, , D, ) et si r; désigne la
corrélation entre la variable x; et une composante principale, et 1 la corrélation
entre la variable partielle 1, (i.e. variable égale a x; sur Ji et 0 ailleurs ) et cette
composante principale, on a :

=% { (o) rg|k=l,r}#3 { s |k =L, 1}

I1I-4 REPRESENTATION DES TABLEAUX Xy A PARTIR DE STATIS
DUAL ET DE LAFM DUALE.

On a déja vu la représentation tout a fait naturelle des tableaux Xy a partir des
centres de gravité associés g .

On peut aussi envisager les représentations déduites de STATIS DUAL et de
I’AFM DUALE , en transposant ce qui a ¢té vu au § 11-4.

I11-4-1CAS DE STATIS DUAL

On se place dans Despace R° avec P=p’ des opérateurs de la forme
Ax = Xy Dk Xi’M (= VM s1 X est centré), le produit de 2 opérateurs étant
toujours défini par la trace de leur produit.

La représentation du nuage des Ay munis de masses unité s’obtient
comme au § I[-4-1 a partir des vecteurs propres rangés par valeurs propres
décroissantes de la matrice C définie par (3) (ou par (4) si on raisonne
sur les opérateurs normés Ay = Xy Dy Xi’ / || X Dy Xi’™ | |) , la
coordonnée de Ay sur le s™ axe factoriel étant toujours égale a u’ V A, uy
étant la k™ composante du s™ vecteur propre normé u® ( u”u® =1) de C
relatif a la valeur propre A .

[11-4-2 CAS DE ’AFM DUALE

€

Dans ce cas, si ug est le s°° vecteur axial factoriel issu de I’ACP du

triplet

© Revue MODULAD, 2004 -16 - Numéro 31



(X, M, D, ), associ¢ a la valeur propre A, on se sert des opérateurs de
rang 1 By = us u’” M, qui sont orthonormés, pour représenter les Ay , la
coordonnée de Ay sur By étant égale a :
n x =TRACE (X« Dpk Xi'M uu’ M) = u’ M Xy Dpk Xi'’M u,
On a la méme interprétation de 1 ° qu’au § 1I-4-2, puisque
) {ak nks | k=1 ,I'}): HS,MXDpX,M Us = HS’MVM Hs:xs

N peut donc étre considéré comme la contribution du tableau X, (muni de la
masse oy ) a I’inertie A, du s facteur, dans I’ACP du triplet (X, M, D, ) .

Remarques: 1)Ona: VM =% {As u,u’M | k=1,t}, t étant le rang de V 1i.e.
le nombre de facteurs non triviaux dans I’ACP du tableau X.

2) Les techniques précédentes s’appliquent aussi si on considere les
Xk (auquel cas Ay = Vi M) et donc le tableau X ou les Zy (auquel cas Ay = Ry
M, Ry étant , rappelons le, la matrice de corrélation associée a Xy ), et donc le
tableau Z.

IV  ANALYSE FACTORIELLE D’UN ENSEMBLE DE TABLEAUX
DEFINIS SUR LE MEME ENSEMBLE D’INDIVIDUS ET SUR LE MEME
ENSEMBLE DE VARIABLES.

Dans ce cas, Iy =1,Jy=J (k=1 ,r) eton aun tableau ternaire (ou cubique ) :
Xpk={ Xu| k=1,r} ={Xy | k=1,r}.

On garde des notations analogues a ce qui a ¢été vu précédemment. Ainsi, on
désigne par :

n, le nombre total d’individus (n= CARDJ).

p , le nombre total de variables (p= CARDI) .

M, la métrique dans R .

D,, lamétrique diagonale des poids dans R" .

M ., le nuage des colonnes de X, dans R”.
N ., le nuage des colonnes de X’ dans R".

g« , le centre de gravité de My .

G=(g,»Lks---» &) letableau p x r des centres de gravité .

Xe =( X4,y Xio.. , X;) : tableau juxtaposition des X .

XL=(X"100ey X'k , X°p) : X est le tableau superposition des X .

On peut alors appliquer les procédures développées aux §§ II (ou X est remplacé
par Xp) et III (ou X est remplacé par Xc ), mais on a intérét a développer une
méthode faisant jouer un role symétrique aux tableaux Xy, du moins quand
le troisieme ensemble K est de nature différente des deux premiers I et J , par
exemple s’il correspond au temps .

On définit alors le tableau moyen H :

H= (/X {Xx | k=1,1}.
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Le cas échéant, si des poids oy de somme 1 sont attribués a chaque
tableau X, , on prendra H =X { oy Xy | k=1, r}.

On fait alors 1’analyse factorielle du triplet (H, M, D, ) et I’on projette dans R”
sur les vecteurs axiaux factoriels associés :

m toutes les colonnes de H .

W toutes les colonnes de X (i.e. tous les éléments du nuage M ) (1Ik<1).

W toutes les colonnes de G (i.e. tous les centres de gravité g ) .

De méme, dans R" on projette sur les composantes principales normées
associées :

B toutes les colonnes de H’.

m toutes les colonnes de X’y (i.e. tous les ¢léments du nuage N ) (1<k < r)

Cette fagon de proceder revient a effectuer ’ACP du triplet (H, M, D, ) et a

mettre les tableaux X, X, G en tableaux supplémentaires dans I’analyse

précédente suivant le schéma de la figurel.

On obtient ainsi a partir des axes factoriels et des composantes principales

normées associées issues de I’ACP du tableau moyen H :

B une représentation moyenne de chaque individu j .

B une représentation partielle j, de chaque j associ¢ au tableau X, , la
représentation moyenne de j étant au centre de gravité des j, (1<k<r).

B une représentation moyenne de chaque tableau k, cette représentation étant au
centre de gravité des jx (1<j< n).

B une représentation moyenne de chaque variable 1 .

®m une représentation i  de chaque variable i associ¢ au tableau X, , la
représentation moyenne de i étant au centre de gravité des i, (1<k< r).

H X, X5 X, G

X

Analyse factorielle de H, tous les autres tableaux  étant placés en
supplémentaires.

Figure 1
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V CAS DE L’ANALYSE DES CORRESPONDANCES

V-1 INTRODUCTION - NOTATIONS

Dans ce cas, le t“™ tableau X, (1<t< r) est noté, suivant I’'usage en analyse

des correspondances  kyj; ou plus simplement k;, et on désigne par T =

{1,2,....k,....,t '}, Pensemble des r tableaux (et non plus K, pour éviter toute

confusion entre I’indice k et un tableau k).

Les ensembles I, , J; , jouant des roles symétriques en analyse des

correspondances, le cas J; =J, I; quelconque se déduit immédiatement du cas I;

=1, J; quelconque .

On ne traitera donc que les deux cas suivants :

a) I; =I, J; quelconque

b) I, =I,J, =]

Toutes les méthodes décrites aux §§ II a IV peuvent s’adapter de fagcon plus ou

moins évidente, du fait que les métriques en analyse des correspondances et en

particulier les métriques des poids sont fonction des marges du tableau étudié,

ce qui pose des problémes quand les tableaux ky; ont, quand I; =I, des marges

sur I différentes ou non proportionnelles (ceci étant encore le cas si les marges

sur J différent, ou ne sont pas proportionnelles quand J; =J ).

On va traiter ici des méthodes les plus usuelles pour analyser simultanément les

tableaux kyy , méthodes obtenues en faisant 1’analyse des correspondances des

tableaux juxtaposés ( cf. § V-2-1) ou superposés ( cf. § V-3) ou en effectuant des

analyses interclasses ( cf. § V-2-2 et § V-3 ) ou intra-classes (cf.§ V-2-3 et §

V-3 ). On considérera aussi des analyses pondérées permettant de généraliser

STATIS, et ’AFM (cf. § V-2-4).

On pose :

k= {k(,.,t) | 1 el :margesurldekyy :

k(,.,t)=2 {k(, j,t) |j €J}.

k= {k(,j,t) | j €l :margesurJ;de kyy :

k(,j,t)=2 {k(, j,t) |1 €L}.

k(,.,t) =2 {k(, j,t) |1 €l;,j €]} :total du tableau ky .

k(,.,.) =2 {k(,.,t) | teT}:total général .

IT=U{IL | te T}:union disjointe des Iy (Si I; = I, IT est ’ensemble I
dupliqué r fois, et on a IT=IxT).

JT=U {J; |t e T} :union disjointe des J; (Si J; = J, JT est I’ensemble J

dupliqué r fois et on a JT=JxT).

On posera encore :

Sili =Il:kr={ky |teT}={k(,.,t)|1 € ,te T} :ensemble des marges

sur I des tableaux kij .

kk={k(,.,.) | 1 e€l}:margesurldutableau kyr, croisantIavec JT :
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k@, .,)=2 {X {k@G jt) [j el | teTy={Z{k@ j,t) [(,t) €T}

SiJ, =J:kr={ky|teT}={k(,j,t)|je], teT}: ensemble des marges
sur J des tableaux k.

ky ={k(,j,.) | j €J}:margesurlJ dutableau kj,r, croisantJavecIT :
k(,j,)=2 {2 {kQ, j,t) |1 e} | teT}={Z{Kk(, j,t) |({1,t)elIT}

Remarques : a) Si I; =I (cf. §§ V-2, V-3 ) (resp. J; =J, cf. § V-3 ) on désignera
toujours par ky (resp.ky; ),]la marge sur I (resp. J) du tableau ki (resp .kyy ) pour
signifier qu’il s’agit de la marge sur I (resp.J) du  t“™ tableau ki, et ne pas la
confondre avec la marge d’ordre 1 k; (resp. k; ) du tableau kit (resp. Kyr) -

b) Quand I; =I (resp. J; =J), le tableau kyr ( resp. kyr ,ou plutdt
son transposé kiryy ) est la juxtaposition (horizontale ) (resp. superposition
(verticale )) des tableaux kyy; .

Pour terminer ce paragraphe, rappelons une propriété classique de 1’analyse
des correspondances, qui nous servira plus loin :
Additionner un ensemble de lignes (resp. de colonnes) en analyse des
correspondances revient, du fait des pondérations adoptées dans cette analyse, a
remplacer cet ensemble par son centre de gravité.

V-2 ETUDEDUCASOUI =1

Dans ce cas, on a une série de tableaux ky;; (puisque I; =1), et on peut adopter
les méthodes du § III pour représenter [ et JT=U { J; |t € T} ainsi que T, et les
¢léments 1 associés a chaque tableau k; , ¢léments que 1’on notera (i , t) ce qui
revient a représenter IT.

Outre la juxtaposition des tableaux kj; qui permet de faire les représentations
précédentes de facon classique ( cf.§V-2-1),on considérera aussi des analyses
interclasses ( cf.§V-2-2), intra-classes ( cf.§V-2-3), ainsi que des analyse des
correspondances pondérées, ce qui permettra d’adapter STATIS et
’AFM  (cf. § V-2-4).

V-2-1 L’ANALYSE DES CORRESPONDANCES DU TABLEAU kit
Les représentations usuelles dont on vient de parler et qui sont obtenues en
adaptant les méthodes des §§ I1I-2-1, II1-2-7et I1I-3 reviennent (cf. figure2 ) a:
a) faire ’analyse des correspondances du tableau ki1 croisant I avec JT.
b) rajouter en éléments supplémentaires dans 1’analyse précédente :

bl)le tableau kit ce qui permet de représenter T en colonnes supplémentaires.
On notera t. la représentation associé¢e d’un élément t de T.

b2)le tableau bloc diagonal kirr dont le ™ bloc diagonal est ¢€gal a k, ce
qui permet de représenter IT .
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b3)le tableau bloc diagonal kr,yr dont le ™ bloc diagonal est ¢gal a ky;, ce
qui permet de représenter T en lignes supplémentaires. On notera t; la
représentation associée d’un €lément t de T.
La représentation t. de t est alors (d’apres la propriété rappelée a la fin du § V-
1) au centre de gravité des (j, t) ( j € J;); de méme la représentation de 1 est au
centre de gravité des (i, t) (t € T).
Enfin I’ensemble des 1 ( 1 € I ) et ’ensemble dest; ( t € T ) ont le méme
centre de gravité.

V-2-2 ANALYSE INTERCLASSES (ANALYSE DES CORRESPONDANCES
DU TABLEAU Kkir)

Cette analyse (cf.§11I-2-2) revient d’apres la propriété rappelée a la fin du § V.1
a faire 1’analyse des correspondances du tableau k;r, auquel on adjoindra en
¢lément supplémentaire le tableau ki pour pouvoir représenter JT; t est
toujours au centre de gravité des (j, t) ( j € J;) ,mais t est ici actif , alors que
les (j, t) sont passifs contrairement a ce qui se passait dans I’analyse précédente .

Remarque : D’apres le principe d’équivalence distributionnelle, 1’analyse des
correspondances de kit revient a faire 1’analyse des correspondances du tableau
hygr de terme général :

h(, j, t) =k (1,.,.t )k(., J, t) /k(., ., t)

ki ki Ky kit
0 Kin 0
0 0 Ky
ky, 0 0
kp, 0
0 0 k] T

Analyse des correspondances de kit avec les tableaux kit kirgr et krgr en

supplémentaire. Si de plus J; =J, on peut rajouter le tableau marginal d’ordre 2

ki en supplémentaire.

On peut aussi analyser kit avec kit en supplémentaire (analyse interclasses ) .
Figure 2
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V-2-3 ANALYSE INTRA-CLASSES (ANALYSE DES
CORRESPONDANCES DU TABLEAU lyr)

Cette analyse revient (cf. CAZES-MOREAU (2000)) a faire 1’analyse des
correspondances du tableau lj,;7 dont le terme général est donné par :

IG5, t) =k(,J,t) - h(, i, t) +k (i, )k, ©) /KC, )
=K@,y t) - K (it KC, 3y 8) KCy o O) + K (L )R 3, ) KC, o )

Remarque:

I1 est immédiat de vérifier que les tableaux kyyr et Igr ont mémes marges sur [
et JT respectivement.. De plus, la marge sur I du bloc 1y, est proportionnelle a
la marge sur I de I,y et donc de kit . En effet le terme général de la marge sur
I de Iy, s”écrit :

G, =2 {16, §,t) |j €I = k(i )k(, . 0) /kC, )

V-2-4 ADAPTATION DE STATIS ET DE L’AFM

V-2-4-1 Introduction

Pour faire cette adaptation, on se ramenera aux équivalences existant entre
I’analyse des correspondances et I’ACP, puisque STATIS ET I’AFM ont été
définies dans le cadre de I’ACP.

Cette adaptation n’est pas immédiate, car

a) Si on multiplie le tableau kj; par une constante, [’analyse des
correspondances de ce tableau reste inchangée, et en particulier les valeurs
propres restent les mémes, ce qui pose probléme au niveau des pondérations
dans ’AFM.

b) Dans STATIS comme dans I’AFM on suppose que les métriques associées a
I’ensemble commun, ici I’ensemble I, sont invariantes quand on change de
sous-tableaux, ce qui n’est généralement pas le cas en analyse des
correspondances.

En effet considérant I comme I’ensemble des individus, la métrique des poids
dans 1’analyse des correspondances du tableau complet kjr est associée a la
matrice diagonale des k(i, ., .) / k(., ., .), alors que pour le tableau ky, elle est
associée a la matrice diagonale des k(i, ., t)/ k(., ., t), ces deux métriques
n’étant identiques que si k(1, ., t) = k@1, .,.) k(., ., t)/ k(. .,.) = a k@i, .,.), (
avec a, = k(., ., t)/ k(, ., .), ce qui entraine que Z{ a;, |te T} =1), ce qui
implique la proportionnalité entre ky et k; (k= a, ky ).

Notons que dans I’analyse intra-classes, la propriété précédente est vérifiée pour
le tableau Iiyr, ce qui permettra dans ce cas d’adapter STATIS, et I’AFM sans
difficultés.
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V-2-4-2 Rappels sur I’équivalence entre ’analyse des correspondances et
I’ACP.

L’analyse des correspondances du tableau kyr est équivalente a I’ACP du
tableau X1 de terme général :

X@, 3, ) =[k @], ) - k(,.,..) k(. j,0) / k., ., ) 1/ [kG, ., (kG §, ) 7 kG, . )]

I correspondant a 1’ensemble des individus associ¢ a la métrique des
poids D, = Diag( k(1, ., .) / k(. .,.) ) etJT a I’ensemble des variables associé¢ a
la métrique identité.

De méme, I’analyse des correspondances du tableau kiy est équivalente a I’
ACP du tableau Z;y de terme général :

Z@4, 5,0 =[k (], 1) - k(i,..t) k(, 3,0) / k(,ot) 1/ [k(e, 0)(KCGi1) 7 k(,nt) )]

avec la métrique des poids D, = Diag( k@i, ., t) / k(., ., t) ) et la métrique
usuelle pour I’ensemble J; des variables .

Dans le cas ou ky; = a; k;, on obtient la méme métrique des poids (D, = D, ) que
dans ’ACP de X, et il est facile de voir que, Xy étant le t “™ bloc de Xyt , on
a:

X = (a)"* Ziy (5)

Nous nous placerons dans les § § V-2-4-3 a V-2-4-5 dans ce cadre, auquel cas,
dans toutes les ACP considérées, la métrique des poids sera la métrique D,
définie ci-dessus, alors que les métriques associées aux variables seront toujours
les métriques usuelles ; puis, nous traiterons au § V-2-4-6 le cas le plus général
ou les marges sur I de kjj; ne sont pas proportionnelles a la marge sur I de ki,
auquel cas la relation (5) n’est plus vérifiée.

V-2-4-3 ACP pondérée et analyse des correspondances pondérée

Dans le cas de STATIS comme de I’AFM, on est amené a faire I’ACP d’ un
tableau Y1 obtenu par pondération de chaque bloc de Xy, .

Si Y désigne le le t M bloc de Yyt et oy le coefficient de pondération associ¢,
on a donc : Y = oy Xy

Nous allons voir que ’ACP du tableau Y,y est équivalente ( a une homothétie
prés) a I’analyse des correspondances d’un tableau my,r déduit de ki par une
pondération adéquate des blocs kyy; .

En effet, posons m 3y = by ki , et effectuons 1’analyse des correspondances du
tableau myyr juxtaposition des blocs m ;; . Compte tenu (avec des notations
évidentes) que m(i,j,t)=b; k(i,j,t), m(,j,t)=bk(,],?1),

m(i, ., t)= b, k (i, .,t) = biak(i,.,.), m(, ., .)=(Z{ba |te T})k(G.,.),
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m(., ., .)=(Z{ba |teT})k(,.,.),’analyse des correspondances du tableau
mygr est équivalente a I’ ACP du tableau Uyt (obtenu en remplagant dans
I’expression de X, le tableau kit par mygr) dont le t “"*bloc est donné par :

U =(b/(Z{ab|te TH)* Xy =(ab/(Z{ablteT})) " Zy
Il suffit donc de poser : b, = o’
pour que I’analyse des correspondances du tableau my r soit équivalente a
’ACP de Yuur,aufacteur (Z{a b|teT})™ =(Z{a a’|teT})
pres.

V-2-4-4 Application a I’AFM
Dans le cas de I’AFM, on est amené a considérer I’ACP du bloc Xy ainsi que
celle de Zj; ( puisque cette dernicre est équivalente a 1’analyse des
correspondances du tableau kiy ) . Alors, compte tenu de (5), si Ay (resp. W ;)
désigne la plus grande valeur propre issue de I’ACP de Xy ( resp. Zyy, 1.€. de
I’analyse des correspondances de kjy; ), on a :
A= a gy (6)

L’AFM du tableau X7 revient donc, en posant o, = (1 / Ay, )1/ 2 4 faire ’ACP
du tableau Yy dont le t™ sous-tableau Yy est donné, compte tenu de (5) et
de (6)par:

Yoo =Xy = X/ (ag p 1t)1/2 =Zin/ (p 1t)1/2

Cette AFM est équivalente d’aprées les propriétés vues au paragraphe précédent,
dont on conservera les notations, et en posant :
2
bi=o " =1/A=1/(apr),

a I’analyse des correspondances du tableau pondérée myr , au facteur
(Z{ab|teTH)" =(Z{Uute T} " prés.

V-2-4-5 Application a STATIS

La méthode STATIS (cf.§§ 11-2-2-4 et [1-4-1 ) s’adapte immédiatement. I1 suffit,
si on désigne par X le tableau Xjy, et si on pose W= X X;’ D, de diagonaliser la
matrice C dont le terme général est donné par (1) ou (2). La représentation de T
se fait alors comme indiqué au § II-4-1 , tandis que la représentation de JT se
fait a partir de ’ACP du tableau pondéré Y1 , le coefficient de pondération o
étant égal a Vu, , u,étant la t™ composante (qu’on peut toujours choisir positive)
du vecteur propre normé associ¢ a la plus grande valeur propre de C. Rappelons
que PACP de Yt est équivalente a 1’analyse des correspondances du tableau
pondérée myyyt, avec les pondérations b, = u; .

Remarque :
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On aurait pu aussi considérer la variante suivante de STATIS, en considérant au
lieu de X; le tableau Zy;; , qu’on notera aussi Z.

Si Wy =7,Z D, ,onacompte tenu de (5), W, =a, Wy, et la matrice C; obtenue
a partir de Wz (de la méme fagon que C est déduit des W,) est telle que son
terme général Cz (t, t’ ) se déduit de C(t, t’ ) par la formule :

Cz(t,t)) = C(t,t")/(a, a.) (1)
dans le cas de la formule (1), et :

Cz(t,t') = C(t, 1) (2°)
dans le cas de la formule (2),
ce qui donne dans le premier cas, une représentation différente de I’ensemble T ,
et ce qui fournit dans les deux cas , une représentation différente de 1’ensemble
JT, puisque les pondérations s’appliquent aux tableaux Z, et non pas X; .
On peut noter que si les coefficients a; sont égaux (a; = (1 /r) Y2y on a
d’apres (5),
Xe=(1/r )1/ 27, , et 1l est indifférent de raisonner sur les X; ou sur les Z;.

V-2-4-6 Etude du cas ou les marges sur I des tableaux kj; ne sont pas
proportionnelles

Dans ce cas, les marges kj sont différentes de ak;, et on ne peut plus utiliser
directement les techniques précédentes pour adapter STATIS et ’AFM.

Le plus simple et le plus naturel pour généraliser ces deux méthodes est
d’effectuer des analyses intra-classes, i.e. de raisonner sur le tableau liyr défini
au §V-2-3 pour se ramener & des marges proportionnelles avec le méme
coefficient de proportionnalité¢ a, = k(., .,t)/ k(., .,.) que précédemment entre la
marge sur I du t™™ bloc de I et la marge globale de Lyr(qui est égale a k).
Tous les résultats obtenus précédemment restent alors valables, a condition de
remplacer le tableau kit par it .

C’est cette méthode , qui se ramene a I’analyse des correspondances du tableau
Iyt pondéré, qui nous semble la plus adéquate, et qui au niveau de I’AFM a été
développée et utilisée par BECUE-BERTAUT, PAGES (2001, 2003) sous le
nom de MFACT( Multiple Factorial Analysis of Contingency Tables ), avec une
facon de voir un peu différente de celle proposée ici.

Remarque : Quand les marges sur I des tableaux ki sont proportionnelles i.e.,
quand ki = ak;, auquel cas k(i .,t)/ k(., .,t) = k(1, ., .)/ k(, ., .), il est
immeédiat de vérifier que le tableau kit est identique a I .

D’autres possibilités ont été proposées, ou peuvent étre envisagees, pour étudier
une série de tableaux de contingence en effectuant une analyse pondérée :
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a) On peut raisonner sur le tableau Xy, et sur les blocs Xy ,en adoptant la
meétrique des poids D, associée au tableau global kit , la métrique associce a
I’ensemble JT des variables étant toujours la métrique usuelle. Dans ce cas,
les sous-tableaux Xjj; ne sont plus centrés, et ’AFM ( ou STATIS ) n’est plus
équivalentes (2 une constante prés ) a une analyse des correspondances
pondérées.

b) On peut aussi considérer le tableau Zjr juxtaposition des blocs Zj; , en
adoptant toujours la méme métrique des poids D, que précédemment. La
encore, les tableaux Zjj ne sont plus centrés, et I’analyse du tableau Z,t apres
pondération ne se ramene pas a une analyse des correspondances pondérées

¢) On peut également travailler sur le tableau Vit et les blocs Vyj; associés, le
terme général de Vit (ou de Vi) s’écrivant :

V(,j, t)=[k@G,j, t) - k(, ., t) k(, 3, t) / k(., .,t) ] /[ k(, ., t) k(., j, t) ]1/2
et effectuer avec des métriques identités, I’ACP du tableau Vi r apres
pondération, ce qui revient a diagonaliser les matrices SS° et S’S, S désignant le
tableau Vit apres pondération.

C’est ainsi que procédent ZARRAGA et GOITISOLO (2002), qui a partir des
vecteurs propres normés des matrices précédentes définissent par
transformation linéaire des facteurs sur I et sur JT. Les facteurs sur JT sont
normés pour la métrique Diag( k(. j, t) / k(., .,t) | j€ J, te T) définie a
partir de 1’analyse des correspondances de kygr, tandis que les facteurs sur I
sont normés pour une métrique Diag ( p; li eI ) différente de la métrique D,
= Diag (kG, ., )/ k(,.,.) | i € T),p; étant égal a(={[k(,. t)/k(,.,
0] te T1)?2.

Remarques :

1) L’ACP du bloc Vi, avec les métriques identités, est équivalente a 1’analyse
des correspondances du tableau kiy.

2) Les tableaux Vy;; ne sont pas centrés (pour la métrique des poids identité
adoptée) et ’ACP du tableau Vi1 aprés pondération n’est pas équivalente a
une analyse des correspondances pondérée.

d) On aurait pu aussi raisonner sur le tableau Wy, de terme général :

WG, j, ) =[k(@, ], t) - kG, ., ) k(. j, ©) /&, ,.) T/ kG, -, )k, j, 01"

tableau dont I’ACP , la métrique des poids étant la métrique identité ( et la
métrique sur JT également ) est équivalente a I’analyse des correspondances du
tableau k.

La encore, les blocs Wiy, de Wit ne sont pas centrés et I’ACP du tableau Wiyt
aprés pondération n’est pas équivalente a une analyse des correspondances
pondérée.
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Remarque : Si ki = a; kj, toutes les analyses précédentes sont équivalentes entre
elles et ¢équivalentes aux analyses pondérées définies au §V-2-4-3 | la
pondération dépendant de la méthode retenue.

V-3 ETUDEDUCASOUI =TIet]; =J

Dans ce cas, on a un tableau cubique kjr et on peut appliquer les méthodes
développées au paragraphe précédent ainsi que les méthodes symétriques (ou
duales) obtenues en intervertissant les roles de I, et J; , ainsi que ceux de I et J.
Ces méthodes duales reviennent a faire :

-soit 1’analyse des correspondances du tableau kiryavec kry (transposé de k)
, kirgr ainsi que le tableau bloc-diagonal kirer ( dont la t™ colonne est
formée de zéros, sauf son t™™ bloc qui est égal & k;, ) en supplémentaire.

-soit  D’analyse des correspondances du tableau kr; avec  kipy en
supplémentaire  (i.e. I analyse interclasses).

-soit I’analyse intra-classes et les analyses pondérées associées ( STATIS,
I’AFM ), I’ analyse intra-classes revenant ici a I’analyse des correspondances du
tableau de terme général :

K G, i, 1) - K (i, KC, 3, ) /KC, o 0 + K (e DK Gy ) /K )

Notons que dans toutes les analyses précédentes (analyses du § V-2, et analyses
symétriques, que 1’on vient de détailler), on peut rajouter le tableau marginal
d’ordre 2 kjy en supplémentaire.

Si les ensembles I, J, T jouent des réles symétriques, outre les analyses fondées
sur les tableaux croisant I avec JT, et J avec IT, on peut aussi considérer celles
basées sur le tableau croisant T avec 1J = IxJ. On obtient ainsi 3 types d’analyses
possibles, suivant le sous-ensemble, I, J, ou T qui est croisé€ avec le produit des
deux autres. Si on veut garder la symétrie entre [, J et T, on aura intérét a
faire I’analyse des correspondances du tableau de Burt By (avec L=IUJU T
) associé a kyr. Rappelons que les blocs non diagonaux de By correspondent
aux marges binaires de kit tandis que les blocs diagonaux notés ky;, kj, krr,
n’ont de la masse que sur la diagonale, masse associée a la marge d’ordre 1
associée de kyjr.

Dans cette facon de procéder, qui fait donc jouer des roles symétriques al, J, T, ,
on ne tient pas compte des interactions supérieures a 2, i.e. de I’interaction
d’ordre 3 IxJxT.
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kII li le

Tableau de Burt B;; associé a kyjt .
Ce tableau est formé des marges d’ordre 2 et des marges d’ordre 1( ces
derniéres étant dans les diagonales des blocs diagonaux, ces blocs étant remplis
de zéros, hors diagonale)
Figure 3

Si les ensembles I et J jouent des rdles symétriques, et que le troisiéme
ensemble T est de nature différente, (par exemple s’il correspond au temps,
comme déja dit au § IV), on a intérét a faire jouer aux tableaux k; (ainsi qu’a I et
J) des roles symétriques.

On adapte donc la procédure développée au § IV (ou les tableaux moyens
considérés sont remplacés par les tableaux marginaux associés, compte tenu de
la propriété rappelée a la fin du § V-1).

Si kyy désigne le tableau marginal d’ordre 2, défini par :

ky={k(, j,)|1 €l,j €l}

k(i,j,)=2 {kQ, j,t) |t € T}

on fera 1’analyse des correspondances du tableau kj; (qui joue le réle du
tableau H du § IV) avec kit et kjr en colonnes supplémentaires, et kry; et kry en
lignes supplémentaires.

On obtient alors deux représentations pour chaque t de T :

Une représentation t. en tant que colonne supplémentaire.

Une représentation t; en tant que ligne supplémentaire.

On a alors les propriétés barycentriques suivantes trés utiles pour interpréter
I’analyse :

1 est au centre de gravité des (i,t) (t € T)

] est au centre de gravité des (j, t) (t € T)

t. est au centre de gravité des (j,t) (] €J)

t, est au centre de gravité des (i,t) (1 1)
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Analyse de kjyavec kit et kiren colonnes supplémentaires, et kiy; et kry
en lignes supplémentaires.
Figure 4

VI CAS D’UN MELANGE DE VARIABLES QUANTITATIVES ET
QUALITATIVES

Dans ce cas, on a deux séries de tableaux {X;, seS } et {k, teT}, la premicre
série de tableaux étant associée a des variables quantitatives sur lesquels on peut
faire I’ACP, tandis que la seconde correspond a des tableaux sur lesquels on
peut faire [D’analyse des correspondances (tableaux de contingence, de
fréquences tableaux disjonctifs complets, etc.).

On suppose ces deux séries de tableaux définis sur le méme ensemble de lignes
(It =I), qu’on suppose étre I’ensemble des individus (comme cela a été fait au
§V-2, et contrairement aux notations du début de I’article ou I correspondait a
I’ensemble des variables).

On suppose les tableaux X centrés, pour la métrique des poids commune a ces
tableaux, métrique que I’on notera Dpx et on désigne toujours par X la
juxtaposition des X et par M la métrique bloc-diagonale des métriques M
associés aux blocs X;. Comme au §V, on note kyj le ™ tableau k, et on désigne
par kit leur juxtaposition.

Au lieu de raisonner sur le tableau k7, on considérera le tableau Iy r défini
au §V-2-3 ainsi que le tableau Y déduit de I yr de la méme fagon que le
tableau X du § V-2-4-2 était déduit du tableau k1 Le terme général de Yt
s’écrit alors avec des notations évidentes :

YG, 3, )=[1G], ) -1G, ., ) 1. 5,0 /1, ) 1/ 10, - D) (16,5, 6) 71, ., .))11//22]
= k@, j, t) - k(, ., ) k(., j, ©) /k(, ) 1/ [ kG, -, ) (k(, §, ©) /K, o, )]
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Les blocs Yy sont alors centrés pour la métrique des poids

D,y =Diag(k(, ., .)/k(, ., .) i e I) associée a ’analyse des correspondances du
tableau k. ‘

On posera alors, en notant par Y, le t“" bloc Yy de Yigr, et en désignant par q
et r les cardinaux de S et T respectivement :

Z=Xp, s Xy oo X Y10, Yo o, Yo)=(X,Y)
et on fera ’ACP pondérée du tableau Z (AFM ou STATIS), en prenant
comme métrique, sur I’ensemble des colonnes, la métrique bloc-diagonale
Diag(M,,..., Mg, Idy, ..., Id;) = Diag(M, Idjr ), Id; et Id;r désignant les
métriques identité sur J;, et JT respectivement .

En ce qui concerne la métrique des poids D, s1 D,x = D,y, on prendra D, égale a
ces deux métriques. Ce cas qui est en particulier réalisé si Dyx = (1/n) Id, (avec
n=Cardl, Id, étant la matrice identit¢ d’ordre n ) et si les tableaux k; sont des
tableaux disjonctifs complets a donné dans le cas de ’AFM des résultats
intéressants dans les applications.

Si Dpx # D,y, on pourra prendre comme métrique des poids D,, soit D,x (auquel
cas les tableaux Y, ne sont plus centrés), soit D,y (auquel cas les tableaux X, ne
sont plus centrés). En général, on a plutot tendance a choisir D, = D,y métrique
des poids dérivée de 1’analyse des correspondances du tableau k. C’est cette
facon de faire qui a été réalisée dans le cadre de I’AFM par ABDESSEMED,
ESCOFIER (1996) pour I’étude simultanée de deux tableaux, un tableau de
mesures et un tableau de fréquences ( auquel cas g=r=1, X=X, et Y=Y).
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