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Résumé

Le point de départ de cette recherche est la théorie des prix de Benoit Mandelbrot qui a détioné
la théorie des fluctuations 1égies par le hasard de Bachelier basée sur le mouvement brownien,
en faveur de la classe des processus a-stables. En effet, si Fon considére des trajectoires bour-
gicres, la loi estimant la densité d’échantillon s’avére ne pas étre normale mais stable sans
variance. Dans cette optique, la plupait des mesures de dispersion n’ont plus de sens patrce
gu’elles ont en commun de se fonder sur une notion de distance et dépendent tiop de ce fait
des caractéristiques de Péchantillon Nous introduisons, 3 cet effet, un indice de concentiation
emprunté a la géographie (Tricot {1971), Tricot & Raffestin (1979)) pour le convertiz en mesure
de dispersion en jouant sur la complémentarité potentielle entre concentration et dispersion
Cet indice présente I'avantage d’étre obtenu & partit d*une modélisation convenable et de se
fonder sur des probabilités.

Mots clés : loi a-stable, variance infinie, chioniques épaisses, volatilité, mesure de dispersion,
indice de concentration

Introduction

En qualifiant la loi normale de "reine des statistiques”, Fuchs (1996) 1ésume sa place dans la
littérature scientifique 1l serait difficile de la détréner puisque la plupart des outils statistiques
sont développés sur la base d’une hypothése de normalité. Elle présente I'atout majeur d’offrir
un formalisme extrémement puissant, de bénéficier de la propriété de stabilité (pour décrire
un phénoméne, toutes les fonctions de distributions sont de méme type pour toutes les tailles
d'intervalle de temps) et enfin, 'argument souvent avancé pour justifier I'utilisation des sta-
tistiques gaussiennes est le théoréme central limite. Ce résultat fondamental de la théorie des
probabilités postule la normalité pour une variable dés que celle-ci 1ésulte d’un grand nombre
de petits phénoménes additifs indépendants.

Pour certains théoriciens dont Vinstigateur fut Bachelier (1900), il a paru naturel de suppose:
que les rendements des titres financiers étaient des variables normales dans la meswie ou Von
pouvait considérer les variations de prix comme le fruit de flux continus d’informations et
d’ordres d’achat et de vente survenant de fagon aléatoire sur le marché Cette propriété de
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non-prévisibilité du comportement des marchés est ce que Pon appelle efficience des marchés.
Cetie formalisation, connu sous le nom de "mouvement brownien”, de "processus de Wiener” ou
de "processus de Wiener-Lévy", est fondée sur trois hypothéses : la normalité, I'indépendance
et la stationnarité. Ainsi, initialement, la loi normale fut, de fagon légitime, piessentie comime
le candidat idéal pour medéliser le comportement des changements de cours boursiers et nous
offrait la chance de progresser en terrain connu et conquis

Jusqu’ici aucun modéle théorique basé sur la loi normale ne s’est vu empiriquement vérifié
a posteriori {Mandelbrot (1963b), Mandelbrot (1967), Fama (1965)} En effet, les queues de
distribution d’une loi normale ne rendent pas compte de fagcon suffisamment réaliste de la su-
venance de variations de grandes amplitudes sur les marchés financiers. En d’autres termes,
les fluctuations boursiéres sont plus sévéres que celles décrites par la distribution de Gauss.
Cette derniére attribue une probabilité dérisoire aux "chocs" et aux "catastzophes” puisque
ses queues décroissent selon une loi exponentielle On peut donc la considérer comme une pre-
miére approche de modélisation. La formalisation brownienne de la théorie des fluctuations de
Bachelier n'est quune forme bénigne du hasard Selon Benoit Mandelbrot, la notion du hasard
est multiforme Dans la nature, on ne rencontre pas seulement le hasard bénin, en Poccurzence,
le hasard financier lui, est sauvage ou malin. Mandelbrot définit un tel hasard en faisant 1éfé-
rence 4 deux récits bibliques Un hasard sauvage se diagnostique par les symptomes suivants :
lorsqu’il manifeste un Effet de Noé, c’est-a-dire la présence non négligeable de valeurs excep-
tionnelles et un Effet de Joseph, c’est-a-dire lorsqu'’il incorpore une interdépendance statistique
a caractére pseudo-périodique

Face & ces symptémes de non-noimalité, I'une des solutions de 1echange a été de 1ecouris aux
lois dites a-stables, ou de fagon équivalente, de Pareto-Lévy. On doit cette nouvelle interpréta-
tion du comportement des marchés 4 Mandelbrot (1963b), inspiré d'une paxt, par la loi sur les
revenus personnels développée par Pareto en 1897 et d’autre part, par la stabilité des vaiiables
aléatoires telle que définie par Lévy (Lévy (1954)). En effet, ces distributions permettent de
formaliser les effets de lepto-kurticité {"queues de distribution épaisses"), et de conserver les
propriétés de stabilité par addition et de convergence de sommes normées vers une loi Hmite.
Elles rendent fidelement compte des risques extrémes. Cette classe de distribution est d’au-
tant plus intéressante que la loi normale en est un cas particulier et qu’elle ofire une version
généralisée du théoréme central limite. Les queues décroissent selon une loi de puissance, elles
décroissent si lentement que la variance, mesurant U'amplitude des fluctuations, est infinie
Cette divergence est a Porigine de la réticence des financiers & recourir 2 ces lois et explique
pourquoi la proposition de Mandelbrot a en du mal 4 s’imposer. En effet, la variance empirique
est l'instrument fétiche de bon nombre d’économistes poutr exprimer la notion de volatilite

On soulignera que d’autres apptoches ont été proposées pour modéliser les fluctuations finan-
cieres. Nous citerons tout d’abord le t-student {Blattberg & Gonnedes (1974)) qui est une
distribution lepto-kurtique On peut également imaginer un processus défini a partiz d'un pro-
cessus & trajectoires continues et d'un processus de Poisson. La présence d'un processus de
Poisson, appelé processus de saut, permet, par ses tiajectoires discontinues, de modéliser la
survenance d’événements qualifiés de “rares” au cours du temps Un tel processus permet ainsi
d’incorporer des variations brutales de cous boursiers (Roger (1991)) Une approche écono-
métrique du probléme a également permis d’exprimer 'idée d’une variance variable dans le
temps. 11 s’agit des modeéles ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) de Engel
(1982) et GARCH (Generalized ARCH), une généralisation due a Bollerslev (Bollerslev (1986a),




Bollerstev (1986b)). Ces modéles conditionnellement gaussiens produisent des queues épaisses
Nous mentionnerons aussi les mélanges discrets ou infinis de lois noxmales {Jewel (1982)) et
enfin, le modéle de DuMouchel (1973} basé sur le mélange d’une distribution normale et d’une
distribution stable symétrique dans les propoitions p et 1 —p. Le modéle stable petmet d’engen-
drez les queues lepto-kuitiques alors que la bosse centrale serait le résultat du modéle gaussien.

La plupart de ces modélisations alternatives permettent de reproduire Ueffet de lepto-kurticité
mais présentent toutefois le désavantage de ne pas &tre additivement stables (invariantes par
addition}, une propriété indispensable a la théorie financiére moderne, les rendements étant
additits pai changement d’échelle

Trés peu de travaux se sont cependant penchés sur la question de la mesure de la volatilité
financiére pouvant se substituer a la variance empirique {(Copeland & Weston (1983}) Notie
recherche a pour but d’analyser le comportement des chioniques ficanciéres épaisses en 1'ab-
sence de variance & l'aide des lois stables et d’introduire une nouvelle mesure de dispersion
évaluée non pas a partir de V'échantillon mais du modale estimé.

A cet effet, e papier s’articulera en deux parties :

Les lois stables non-gaussiennes ont des distributions de probabilité dont certains moments
n’existent pas toujours, formalisant de fagon réaliste la variabilité extréme des marchés finan-
ciers. Son utilisation souléve donc un probléme non négligeable, a savoir la caractérisation de
la volatilité. Le but de la section 1 est de proposer une mesure de dispersion pouvant se substi-
tuer aux mesures usuelles, dont la variance, dans le cas notamment de distributions & queues
épaisses. Dans la section 2, les différentes notions théoriques introduites a la section précédente
sont appliquées & un portefeuille de titres dont la diversification nous permetiia par la suite
d’effectuer une étude comparative de la volatilité des titres

1 Dispersion, concentration et risque financier

Les lois a-stables non-gaussiennes déciivent de fagon plus réaliste les fluctuations de grande
amplitude sur les marchés financiers que ne le fait une loi normale, en leur affectant une proba-
bilité pius élevée. Par ailleurs, un recours aux lois stables non-gaussiennes permet de conserver
I"une des vertus de la distiibution de Laplace-Gauss, a savoir la stabilité des rentabilités bour-
siéres : & un changement d’échelle prés, les fluctuations sont toutes décrites par la méme loi
{Mandelbrot (1963b))

Cependant, a partir du moment on 1’on renonce A la loi normale, on renonce simultanément 4
un formalisme puissant. En effet, comme les lois stables non-gaussiennes décroissent lentement
pour rendre compte du phénoméne de "queues épaisses" observé sur les marchés, écart-type
qui mesure amplitude des fluctuations, devient infini Cette divergence est perturbante lorsque
'on sait que ’écart-type est la notion fondamentale pour exprimer la propension d'une valeur
bouzsiére a accomplir des mouvements de cours plus amples que les variations moyennes du
marché, ce que l'on appelle la wolatilité Une volatilité infinie représente donc un obstacle
intellectuel

Ainsi, comme l'utilisation de modéles & variance infinie rend la plupart des mesuzes de disper-
sion non pertinentes pour traduire la notion de volatilité, on introduit un indice de concentration
emprunté & la géographie (Tricot (1971), Tricot & Raffestin (1979), Tricot (1987)).



1.1 Un indice de concentration de la géographie

La conceniration n’est pas une grandeur & mesurer mais 4 repérer au moyen d’'un indice qui
permet des comparaisons. Si l’on admet la complémentarité entre les notions de concentration
et de dispersion, une concentiation minimale devrait correspondre & une dispersion maximale,
alors qu’une concentration maximale devrait correspondre & une dispersion minimale

1.1.1 Définition

Les données en géographie sont des données par régions. L'indice que nous avons emprunté
4 Tricot (1971) permet de mesurer la concentration d'une population sur un teiritoite K en
recouvrant le territoire par une grille de mailles égales. Une premiére approche de la concentra-
tion g'exprime par la proportion de mailles vides Tricot & Raffestin (1979) montre que cette

concentration est donnée pratiquement par U'indice
K /s mg
r=Y (3-%) M

ot § exprime la surface du territoire £ comprenant N habitants d désigne la densité moyenne,

d= %,1 Si I’on suppose que le territoire est découpé en K 1égions,

s; est la surface de la région 4,
n; est le nombre d’habitants dans la région i,
d; est la densité de la région i, d; = =,
84
oni=1 ., K.

Par conséquent, les relations suivantes sont évidentes :

K K
Z =25 et Zni =N
i=1 i=1

On distinguera trois types de régions :
1 sid; =d, la1égion sera dite de concentration normale,
2. si d; > d, la région sera dite de forte concentration,
3. si d; < d, la région sera dite de faible concentration.

On veria facilement que l'indice T peut se définir de fagon équivalente

Les propiiétés suivantes sont établies & partir de cette définition alternative de l'indice.

1.1.2 Propriétés de I'indice

Propriété 1 Lindice de'_concen_tmtz'on_ T est compris entre 0 et 1. - - .
ng 8 n; 8
| = = + —_

N S

N3 pour foul ¢

Propriété 2 T =1 si et seulement si



La condition % — % _ % + 3

peut réarranger l'ordie des termes en valeur absolue que I'on additionne pour définir I'indice

T de sorte que : s
—powi=1,. ,k, Fzzgz.Alors,

b pour tout i peut s’exprimer de fagon alternative. En effet, on

ny S by h

T 8y

N 5
ce qui est le cas si et seulement si

N §o N5

3;=0, n;#0, i=1, .,k

-powri=k+1, .. K, %<% Alors,
s m s
N 5 s N § N’

si et seulement st

55720, n; =0, i=k+1, K
Alnsi, cette condition exprime le fait que si une 1égion contient des habitants {n; # 0), sa
surface doit étre nulle {s; = 0}, Par contre, si sa surface n’est pas nulle (s; # 0), elle ne doit
pas contenir d’habitants {n; = 0).
En d’autres teimes, cette propriété exprime le fait que l'indice T prend sa valeur maximale
T =1 si et seulement si la population est concentrée en quelques points de surface nulle qui
sont des régions.

Propriété 3 T = 0 si et seulement s1 L pour tout i. Le nombre d’habitants de cha-
que région est proportionnel & la surface de la végion On parlera de population & répartition
homogeéne dans la contrée.

1.1.3 Généralisation

Une généralisation est faite par Tricot & Raffestin (1979) en remarquant que s; est une mesure
de la tégion 7 et n; une autre mesure de la région 7. Ainsi, I'indice est généralisable & tout
ensemble, par exemple un ensemble probabilisé, ce en choisissant deux mesures.

Soit p( } une mesuie de probabilité Soit s(.) la mesure de longueur ordinaire. On considére

. . 4 .
ces deux mesures sur un ensemble E. On suppose 'existence d’une densité, E‘L—L- La densité
s

E
'Z{( E)) . On appellera E; le sous-ensemble de E tel que i—!: < ‘L—;%
En généralisant (1), on peut donc écrire que la conrcentration de la distribution de probabilité

sut & est donnée pax :

moeyenne sur E sera notée

_f (ds  du )\ _s(E)  p(E)
T“éfﬂ@ mm) s(E)  p(E) (2)



Le tableau suivant iésume cette adaptation de Pindice de la géographie a la statistique :

Géographie Statistique
Territoire F Ensemble E
N p(E)
S s(E)
=N p(E)
S s(F)
1n; du
8; ds
" du
di = — —
Py ds
du _ p(E)
E, :d;<d B —
ot o ds = 5(E)
Si My ‘ ds dys )
di<d (S N) J B S(E) }J.(E)

TaB. 1 — L'indice T comme indice statistigue

E est Pensemble fondamental, & savoir I’ensemble des valeurs admissibles pour une variable
aléatoire univariée X . Il s’agit d’un sous-ensemble de R, & savoir d’un intervalle [4, B] tel que
A < B u([A,z]) nest rien d’antre que la fonction de répartition de notre variable aléatoire,
que l'on note habituellement Fx(z) Ainsi, u{F) est toujours unitaire, u(7) étant une mesure
de probabilité. s(-) est la mesure de Lebesgue, & savoir la longueur de Iintervalle considéré :

d . . . .

s(F} = |B — A| Enfin, E& est 1a fonction de densité de X, notée habituellement fx(z). Par
s

conséquent, 1 correspond aux valeurs prises par X dont les fréquences velatives sont inférieuzes

4 la boine En résumé,

B 4]



E =4 B]
p(E) =
3(B) =B -4
B ={sc (48] | fxt) < o7 |
s(En)

1.1.4 Un indice de dispersion

Dispersion et concentration sont complémentaires dans le cas d'une distribution unimodale
On donnera ici une explication quelque peu intuitive.

Lorsque la distribution de probabilité considérée est unimodale, on ne distingue qu'un seul péle
de concentiation. Cette concentration des probabilités se situant dans un voisinage du mode,
on s'imagine aisément qu’en s'en écartant, la concentration décroit en faveur de la dispersion
A présent, si U'on considére une distiibution de probabilité bimodale, on est en présence de
deux poles de concentration Plus ces poles sont éloignés 'un de autie plus la dispergion est
forte, alors que la concentration reste la méme

s

F1a¢ 1 - Concentration et dispersion dans le cas d’une distribution bimodale

Par conséquent, dans le cas d'une distzibution unimodale, Uindice 1 —T nous permet de mesurer
ta dispersion d’une variable aléatoire univariée X sur un intervalle [4, B].

1.2 Calcul de Pindice T dans le cas d’une loi a-stable symétrique

1.2, 1 Estlmatlon de la den51te d’une 101 stable

- Par la suite, on chexchexa a évaluer 'indice de dlspersmn 1 T dans le contexte des m&zches
financiers. A cet effet, la distribution de probabilité considérée est une loi stable non-gaussienne



qui présente 'inconvénient de ne pas toujours avoir de forme analytique. Ce manque de for-
malisme rend toute manipulation plus complexe d’autant plus que U'évaluation numérique de
ces fonctions de densité reste une question ouverte (Ripley & Venables (1994)) Cependant,
la connaissance de quatre coefficients ¢, 3,C et & 1 permet de les paramétier de facon & les
approcher numériquement au moyen de P'outil informatique (Haenni Amo (1998)). En eftet,
on en obtient une estimation numézique par application directe du théoréme d’inversion de sa
fonction caractéristique correspondante, notée @x () :

L fFe
el —; e
5 /_w exp(—itz)px(t)dt

fx{z) =
[ e
L / exp(—its ~ CoHN)dl si f=3d=0

27 J_
La densité stable "théorique” est estimée par la série convergente suivante, en se basant sur les

sommes de Riemann :

ftx(éﬂ B‘! é) :Ia;'-'a 27_‘_ Z e—q‘tml C’i B :? ) ) ? (3)

t=—0L

oit &,0,C et & sont les paramétres estimés & partit d'un échantillon donné On obtient des
résultats trés concluants a partir de I == 500 et At = 1.

1.2.2 Calcul de l'indice
Cette section a pour but d’adapter Uindice de concentration T' au cas d’une distribution stable
symétrique § = 02 Ainsi, on suppose que X ~ S,0(C, ).

Supposer une variable aléatoire stable implique que I'ensemble de ses valeurs admissibles soit
IR tout entiez et non pas un intervalle Il faut donc au préalable définir 'ensemble & sur lequel

est calculé 'indice.

1Les lois a-stables univariées sont spécifiées & partir de guatre paramétres :
~ o est Vezposant caractéristique ou Vindice de stabilité qui n’est zien d’autre qu'un coefficient d’aplatisserent

{kuitosis), aussi bien pour le mode que pour les queues :

l<a<?

- B est le paramétre d’asymétrie, mesurant le degré d’asymétrie (skewness) de la distribution :

~1<8<1,
(8= —1,8=0et B =1 expriment respectivement une distribution totalement asymétrique 4 gauche,

symétrique et totalement asymétrique & droite},
— C est le paramétre d’échelle anquel on fait jouer le 1le d’une mesure de dispersion quelquetois, C >0,
— § est le paramétre de locolisation ou de translation, traduisant la position de la moyenne lorsque o > 1,
feER
On notera X ~ S, 5(C,8) une variable aléatoire X distribuée selon une loi stable de paramétres a, B,Ceté
(Samorodnitsky & Taqqu (1994))

Lorsque a =2, 8 =0, C = a/v/2 et § = y, la loi a-stable n’est rien d’autre que la loi normale N(u,a%).

. *Propriété 4 X ~ 8.,5(C,8) est syméirique si et seulement si § =10 et § =0 X est symetmque par -
mppert ¢ & si et seulement si =10 {Samorodnitsky & Taqqu (1994)). . ' :



Dans un premier temps, on construit un intervalle [4, B] contenant les réalisations de notre
variable aléatoire X. On notera cet échantillon donné (z1,.. ,zn) A cestade, u(F) = Fx(B)—
Fx(A) est presque unitaire En d’autres termes, 'aire sous la densité de probabilité est proche
de 1 sur l'intervalle [4, B], les queues étant négligées.

On optera pour A < mim{z;} et B > max;{z;}, sachant que I’échantillon est concentré suz
U'intexvalle [Zmin, Zmax)

Aingi, F = {A, B] 2 [$'min:mmax}

Dans un deuxiéme temps, on estime les paraméties «, C et d & partir de 'échantillon considéré
en ayant recours 3 la méthode proposée par McCulloch {1986).

La densité de probabilité étant considérée exclusivement sur [A, B] et u{.) devant étre unitaire,
on effectue la modification suivante sur la fonction de densité :
1x{8,0,C,é:3) _
Fx(B) - Fx(4)

ou z € [4, B] et f(z) représente la densité tronquée sur l'intervalle (4, B]

f'X(@,O,C:’,g; z} — f(z),

Par conséquent, la fonction de 1épaitition coriespondante s’écrit :
a Fx(B) — Fx(4) Fx(B)— Fx(A)
A présent, F(A) =0et F(B)=u{E)=pu({A,B)) =1

A ce stade, la forme en cloche des distributions c-stables symétriques nous permetl aisément
de définir Vensemble By comme 'union de deux intervalles :

EI——“{.’L‘E{A,B] f(m)ST-B“—*];"AT}:[A,C]U[d,B] oiec,deR

Quant aux points z sur Vintervalle [A, B] dont la densité a-stable est égale a Ja quantité

E:E’ ils se comptent forcément au nombre de 0,1 ou 2. En effet, 'ensemble

{az € [A, B] [ f(z) = ﬁ }

s’identifie respectivement

1
— & I'ensemble vide lorsque max;{f(z;)} < BoA
- au mode lorsque max;{f{z;)} = ﬁ,

. 1
— & deux points ¢ et d tels que A < ¢ < d < B, lozsque max;{f(z:)} > J_E—:A—|

Dans les deux premiers cas, By = £ = [A, B] et U'indice de concentration est nul Dans le
tioisiéme cas, By = [A,c] U [d, B]. Il nous reste alors & calculer p{F;) pour connaitre lindice
dans ce dernier cas de figure. B

' A partir des paramétres estimés & Ceté , on peut obtenis la valeur de p(E,) correspondante

- en utilisant la fonction de répartition d’une loi a~stable tronquée, notée F. On évalue cette

derniére aux points c et d :
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p{F} F(c) + (1 - F(d))

Fx(e) = Fx(4) (1  Fx(d) - Fx(4) )
Fx(B) — Fx(4) Fx(B) ~ Fx(4)
_ Fx(d) - Fx(e)

Fx{(B) - Fx(4)

= 1

u(E1) peut étre aisément évalué en recourant 4 une table de quantiles stables centrés et réduits
{Nolan {1997)).

Enfin, disposant 4 ce stade de tous les éléments nécessaires & I’évaluation de notre indice de
concentration, on peut écrire

e — Al +|B—d|
T= —- u(Ey).
Nlustration
1
[B-Al
i
_____ :—"I/T ! x
A c
Fig. 2 - Calcul de Vindice pour une loi a-stable symétrigue.
ou E = [4,B]

By = [A,dUld, B]
s(B)) = |le—Al+|B-d]

La zone hachurée correspond a p(E1), alors que u(E) = 1.
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2 Applications

On chetche ici & effectuer une étude comparative de la volatilité de différents titres sur la base
de différentes mesures de dispersion, notamment l'indice 1 — 7T

2.1 La base de données

La bhase de données est composée des prix de cloture journaliers (Fy)i=o . pr de l'or et de difle-
rentes actions suisses, francaises, anglaises, américaines et de Hong Kong entre le 16 avril 1991
et le 18 fovrier 1998° en prenant soin d’évacuer les jours fériés dans chaque pays. A partir de ces
cours, on déduit les chroniques de rendements logarithmiques (Ri—1:) = (log P —log P_q) =
(Xi)tmim1. a1

Nous disposons au total de dix échantillons dont les caractéristiques sont réunies dans le tableau
suivant :

CODE N Société Secteur Principal

ABB 1720 | Abb AG Electricité

NESTLE 1720 | Nestle SA Aliments et Boissons
ROCHE 1720 | Roche Holding AG Médicaments, Cosmétiques et Produits de Santé
OR 1733 | - -

BARCLAYS 1733 | Barclays PLC Finance

DANONE 1712 | Gioup Danone SA Aliments et Boissons
BOEING 1731 | The Boeing Company Aérospatial

MERL 1731 | Mer1ill Lynch & Co., Ine. | Finance

NIKE 1731 ; Nike, Inc. Habillement et Textites
HUTCHISON | 1698 | Hutchison Whampoa Ltd. | Divers

TaAB. 2 — Desaiption de la base de données

2.2 Mesure de la dispersion

Dans un premier temps, pour 'ensemble des rentabilités boursiéres, on évalue numériquement
U’indice de dispersion 1 — 7 ainsi que différentes mesures de dispexsion usuelles telles que éten-
due, 'intexvalle semi-interquartile, la semi-variance, I’écart moyen et la variance que 'on notera
1espectivement R, ISI,sVar, EM et Var En ce qui concerne intervalle semi-interquartile, il
serait intéressant de comparer les valeurs numériques de cette mesure obtenues & partir de
I'échantillon avec celles du modéle proposé (X ~ Sx(a, 3,C,8)), ce que 'on notera 151
Dans un deuxiéme temps, on classifie ces valeurs boursiéres dans lordre décroissant de la
volatilité selon chaque mesure de dispersion.

3SOURCE : DATASTREAM
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1 Calcul de Vindice de dispersion 1 — T (On choisit 4 = ~30 et B =30)

TITRES minz; | maxz; | d=-c | p(f) 1 1-T
ABB -15.68 6.12 3.22 574 | 0.165
NESTLE -6.29 473 2.62 312 ; 0.118
ROCHE -8.34 811 2.62 434 | 0131
OR -3.36 3.30 1381 359 | 0.096
BARCLAYS -9.95 14 38 3.62 507 | 0172
DANONE -8 55 776 302 288 | 0.130
BOEING -11.91 | 1100 3.42 395 | 0154
MERL -12.30 | 10.38 423 443 | 0185
NIKE ~14.47 | 11.43 4 03 522 | 0187
HUTCHISON | -1256 | 21.63 403 654 | 0200

TAB 3 — Valewrs numériques de U'indice 1 — T

2 Les mesures de dispersion

TITRES Var | EM | v/sVar | IST | ISy R

ABB 155 | 107 103 0765 | 0764 | 2180
NESTLE 100 | 075 061 0565 | 0565 | 1101
ROCHE 100 | 072 063 | 0480 [ 0479 | 1645
OR 0.58 | 040 637 | 0280 | 0277 | 666
BARCLAYS 164 | 1.19 099 | 0885 | 0884 | 2433
DANONE 129 | 0.98 076 Q780 [ 0778 | 16 31
BOEING 158 | 115 083 | 0885 | 0882|2291
MERL 203 | 157 119 1240 | 1.256 | 2268
NIKE 201 | 147 121 1110 | 1.107 | 2589
HUTCHISON 223 | 154 1.35 1.100 | 1.097 | 3419

TaAB 4 — Les autres mesures de dispersion
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3 Classification des tities dans Pordre décroissant de la volatilité

1-T Var EM VsVar 18I ISIyy R
HUTICHISON HBUICHISON MERIL HUITCHISON MERL MERL HUICHISON
NIKE MERL HUTCHISON NIKER NIKE NIKE NIKE

MERL NIKE NIKE MERL HUICHISON HUICHISON BARCLAYS
BARCLAYS BARCILAYS BARCLAYS ABB BARCLAYS BARCLAYS BOBING
ABE BOEING BOEING BARCLAYS BOEING BOEBING MERL
BOEING ABEB ABP BOEING DANONE DANONE ABB
ROCHE DANONE DANONE DANONE ABB ABB ROCHE
DANONE ROCHE NESTILE ROCHE NESTILE NESILE DANONE
NESTLE NESILE ROQCEDR NESILE ROCHE ROCHE NESILE
OR OR. OR OR OR AR (84

TAB 5 ~ Classification des valewss boursiéres dans lordie décioissant de la varigbilité

En premier lieu, on ne manguera pas de remarquer dans le tableau 4 la proximité des valeurs
numériques de intervalle semi-interquartile obtenues & partir de I'échantilion et du modéle
a-stable, ce qui nous conforte dans ’hypothése de modélisation.

Dans 'optique ot 'on s’est placé, c'est-a-dire en proposant un modéle & variance infinie, les
calculs de la variance, de la semi-variance, de ’écart moyen et de I'étendue n’ont pas de sens.
Ces mesures ont un sens dans un contexte de statistique descriptive, elles seront en effet toujours
définies & partir de Péchantillon. Par contre, dans le cadre qui nous intéresse, on peut remettre
en doute leur qualité d’estimateur de la variabilité des cours.

Les deux seules mesures compatibles avec un modéle produisant des queues de distribution
épaisses sont I'indice 1 — T et Vintervalle semi-interquartile. Mais, comment expliquer la diffe-
rence dans leurs classifications respectives des titres ? L'indice 1 — T tient compte & la fois de la
structure centrale et de 1’épaisseur des queues En effet, il peut se redéfinir comme la somme de
deux quantités dont la premidre est représentative de la structure centxale (la dlstance ¢—d)
et la seconde des queues (u(£)) : ' '

c— Al + 1B ~d|
B—A

d—d
B—4] "

1—r=1-! W(By) = u(B)
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On peut alors imaginer deux cas de figure pour une dispersion élevée : tout d’abord, une
distribution lepto-kurtique 4 la fois au niveau des queues et du mode (la distance c—d est faible,
alors que la probabilité concentrée dans les queues p(F) est grande) puis, dans un deuxiéme
temps, une distribution plus étalée (la distance ¢ — d est plus grande cette fois). On pourrait
ainsi obtenir le méme indice de deux maniéres différentes : & partir d'une distiibution de queues
épaisses a laquelle correspondrait une quantité p{E,) élevée ou,  partir d'une distribution plus
gtalée autour du mode & lagquelle cortespondrait cette fois une distance ¢ — d plus grande.

f\

Fic 3~ Indice 1 - T

L'indice 1 — 7" tient donc compte 2 la fois du facteur "mode" et du facteur "queues” ce qui
n’est pas le cas de Vintervalle semi-interquartile comme Ie montre I'exemple suivant. En effet,
dans I'exemple caricatural ci-dessous, on peut remarquer que V'intervalle semi-interquartile, ne
tient pas du tout compte de le région centrale.

FiG 4 — Intervalle semi-interquartile

Pour des queues identiques, les deux distributions ci-dessus 1eprésentent une dispersion dif-
férente an niveau du mode. Lorsque la bosse centrale prend la forme d’un triangle, on peut
aisément imaginer que la dispersion est plus faible que pour un mode rectangulaive. Or, l'in-
tervalle semi-interquartile ne permet pas de faire ressortir cette nuance et traduirait dans ce
cag une variabilité identique.

Ainsi, si Pon admet que I'indice 1 - T fait foi, & partit du tableau 5, on 1emarquera que les

titres ayant réalisé des performances diamétialement opposées sont HUTCHISON, coté sur la

Bourse de Hong Kong (caractérisée, on le sait, par une forte volatilité depuis le krach de 1997},
et or o ' ' : o
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3 Conclusion

Notre choix de modélisation impliquant Vinexistence du moment d’ordre 2, la variance em-
pirique n’est plus pertinente pour mesurer la notion de volatilité, c’est-a-dire la propension
d’un marché financier & la vaziabilité. En effet, la variance du modéle étant infinie, la variance
d’échantillon considérée comme un estimateur ne représente rien. Le caractére erratique du
deuxiéme moment empirique permet de douter & juste titze de la validité de toutes les me-
sures de dispersion dérivées comme la semi-variance d’échantillon. Tl en est de méme de 'écart
movyen dans la mesure ot le modéle n’admet pas non plus de moment d’ordre 1 si a < 1, et plus
généralement de létendue. On a introduit, & cet effet, un indice de concentration emprunté
a la géographie que 'on a converti en indice de dispersion en jouant sur la complémentarité
potentielle entre concentiation et dispersion.

En résumé, le but général de ce travail de recherche était de traduire la notion de volatilité sur
les marchés financiers. Or, si U'on considére une série chronolegique prise comme un échantillon,
fa loi gui estime la densité d’échantillon s’avére ne pas &tre normale mais stable, sans variance.
Dans ce contexte, si I'on se base uniquement sur un échantilion, les mesuies de dispersion
usuelles ne représentent tien catr elles n'estiment rien. Elles ont en commun de se fonder suz une
notion de distance et par conséquent, elles dépendent trop des caractéristiques de ’échantillon.
L'indice 1 — T et 'JSTy; sont, en revanche, obtenus a4 partir d’une modélisation convenable
et se fondent sur des probabilités. A travers des études empiriques, ces deux instruments de
1echange se sont 1évélés efficaces En effet, chacun offre une mesure pertinente de la notion
de volatilité d'une valeur boursiére, en ayant 'avantage, par rapport aux autres mesures de
dispersion, d’étre compatible avec une modélisation a-stable non-gaussienne. On mesurera donc
la volatilité des cours boursiers par 1 — T ou l'intervalle semi-intexquartile mesuié, non pas a
partir de V'échantillon mais du modéle On soulignera touteteis que le calcul de Uindice 1 — T
fait intervenir & la fois la structure centrale et P'épaisseur des queues de la distribution théorique
et se trouve donc &t1e préférable a I'ISTy

Il reste & ajouter que le parameétre d’échelle C, pouvant parfois faire figure de mesure de
dispersion, n’a pas été sélectionné pour classer les chroniques pour les raisons suivantes : ¢ est
proportionnel & I'écart-type dans le cas de la loi noimale, or ici nous n’avons pas de variance ;
C s'identifie 4 'intervalle semi-interquartile pour la loi de Cauchy?, lequel s’avére moins bon
que Pindice 1 — T

Enfin, 1a modélisation stable nous a servi d’une part, 4 mettie en évidence le caractére erratique
du moment d’ordre 2 empirique et d’autre part, a calculer une nouvelle mesure de dispersion
basée sur des probabilités aisément adaptable & n’importe quel domaine d’étude pour appié-
hender le probléme de 'estimation du degré de variabilité d’un phénomeéne. Il a Pavantage de
toujours &tre défini & partir du moment ou 'on a opté pour une loi de probabilité spécifique.

Pour terminer, on soulignera qu’envisager le calcul de l'indice 1 — 1" dans le cas multivazié,
dans le contexte de la théorie du portefeaille par exemple, semble une perspective de recherche
intéressante. La théorie du portefeuille dans le cas "stable", notamment la mesuie du 1isque
d'un portefeuille stable, a, en effet, déja fait I'objet de recheiches fructueuses (Belkacem (1996},
Belkacem & Lévy Véhel & Walter (1996))

“La loi de Cauchy, comme la lo normale, est une loi c-stable particuliére. Dans ce cas, a =1, 8 = §, le
paramétre § s'identifie 3 la médiane et C & P'intervalle semi-interquartile '
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